ГЛАВА 7. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
Приведены решения краевых задач оптимального управления линейных систем с линейными и квадратичными функционалами, а также нелинейных систем, когда имеются фазовые, интегральные ограничения и ограничения на значения управления с функционалом общего вида. Решены следующие три задачи: существования решения краевой задачи оптимального управления, построения допустимого управления, построения оптимального решения путем сужения области допустимого управления.

ЛЕКЦИЯ 31. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИОНАЛАМИ I
Постановка задачи. Рассмотрим следующую краевую задачу оптимального управления: минимизировать функционал 
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а также интегральных ограничений
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и ограничений на значения управления
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Полагаем, что 
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Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия существования решения задачи оптимального управления (1)–(7), т.е. найти  необходимые и достаточные условия существования решения краевой задачи (2)–(7).
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Принцип погружения. Пусть функция 
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Тогда задача оптимального управления (1)–(7) запишется так: минимизировать функционал  
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где
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Рассмотрим линейную управляемую систему
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По исходным данным уравнения (12) определим следующие матрицы и векторы
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Теорема 1. Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (12), соответствующее управлениям (15)–(17), имеет вид
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Доказательство аналогичной теоремы приведено в предыдущих лекциях.


Лемма 1. Пусть матрица 
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Доказательства аналогичных лемм приведены в предыдущих главах.


Следствие. Краевая задача оптимального управления (1)–(7) равносильна следующей задаче: минимизировать функционал 
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при условиях
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Соотношения (24)–(26) следуют из (20)​–(23), (8).

Существование решения. Рассмотрим решение задачи 1. Пусть 
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Рассмотрим задачу оптимального управления
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при условиях (26)–(28), где 
[image: image166.wmf])

,

(

t

q

F

0

– подынтегральное выражение из (25), 
[image: image167.wmf]))

(

),

(

),

(

(

)

(

t

t

z

t

z

t

q

q

1

=

, 
[image: image168.wmf]I

t

Î

.


Пусть множество 
[image: image169.wmf])}

(

min

)

(

inf

)

(

/

{

*

*

*

q

q

q

q

q

q

1

1

1

J

J

J

X

X

X

X

Î

Î

=

=

Î

=

.


Легко убедиться в том, что верны следующие утверждения.


Лемма 2. Пусть матрица 
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Лемма 3. Если 
[image: image173.wmf]U

, 
[image: image174.wmf]0

S

, 
[image: image175.wmf]1

S

 – ограниченные выпуклые замкнутые множества, то 
[image: image176.wmf]X

– ограниченное выпуклое замкнутое множество в 
[image: image177.wmf]H

.


Лемма 4. Функционал (29) при условиях (26)–(28) является выпуклым.


Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда функционал (29) при условиях (26)–(28) достигает нижней грани на множестве 
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Теорема 2. Пусть матрица 
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в любой точке 
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Кроме того, градиент 
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Доказательство аналогичной теоремы имеется в главе 6.


Пусть 
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Теорема 3. Пусть матрица 
[image: image216.wmf]0

1

0

>

)

,

(

t

t

T

, последовательность 
[image: image217.wmf]{

}

X

n

Ì

q

 определяется по формуле (33). Тогда :


1) последовательность 
[image: image218.wmf]{

}

X

n

Ì

q

 является минимизирующей, т.е. 
[image: image219.wmf])

(

inf

)

(

)

(

lim

*

q

q

q

q

1

1

1

J

J

J

X

n

n

Î

¥

®

=

=

;


2) последовательность 
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4) справедлива оценка 


[image: image223.wmf]n

m

J

J

n

0

1

1

0

£

-

£

)

(

)

(

*

q

q

, 
[image: image224.wmf]0

0

>

=

const

m

, 
[image: image225.wmf]K

2

1

,

=

n

.

Для построения решения задачи оптимального управления (29), (26)–(28) необходимо найти слабо предельную точку 
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при условиях (26)–(28), где 
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Теорема 4. Пусть матрица  
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где функция 
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Кроме того, градиент 
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На основе (35)–(37) строим последовательность 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4, последовательность 
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2) последовательность 
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3) справедливы следующие оценки скорости сходимости 
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4) последовательность оптимальных решений 
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ЛЕКЦИЯ 32. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИОНАЛАМИ II

Оптимальное управление. Рассмотрим решение задачи 2. Предположим, что решена краевая задача (2) – (7) путем сведения ее к задаче оптимального управления (29), (26) – (28). Полагаем, что значение 
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В общем случае тройка 
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Отсюда следует, что функция 
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Обозначим значение 
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Теперь задача оптимального управления (1) – (7) запишется в виде: минимизировать функционал
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при условиях (см. (39))
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Задачу (40), (41) можно представить в виде:
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при условиях
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Рассмотрим линейную управляемую систему
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По аналогии с лекцией 31, по исходным данным вычислим следующие матрицы и векторы
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Теорема 6. Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (46) при (47), (48), соответствующее управлению (49), имеет вид
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Лемма 6. Пусть матрица 
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Лемма 7. Краевая задача оптимального управления (1) – (7) равносильна следующей задаче: минимизировать функционал
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при условиях
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Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях (56) – (58).


Лемма 8. Пусть 
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Доказательство леммы следует из лемм 6, 7.


Построение оптимального решения. Рассмотрим задачу оптимального управления (59), (56) – (58) при фиксированном 
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при условиях (56) – (58), где 
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Оптимизационная задача (60), (56) – (58) может быть решена путем построения минимизирующей последовательности 
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Теорема 7. Пусть матрица 
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2. Функционал (60) при условиях (56) – (58) непрерывно дифференцируем по Фреше, градиент функционала
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Кроме того, градиент 
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Пусть 
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 – начальная точка. Используя соотношения (61) – (63), строим последовательности
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Теорема 8. Пусть матрица 
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На основе вышеизложенного предлагается следующий алгоритм построения оптимального решения задачи (1) – (7):
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Пример. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Для данного примера множества 
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Поскольку
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Оптимизационная задача (29), (26) – (28) имеет вид: минимизировать функционал
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при условиях (70), где 
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2. Существование решения. Рассмотрим начальную задачу оптимального управления (71), (70). Частные производные
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Производная Фреше функционала (71) при условиях (70) равна:
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Сопряженная система
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Минимизирующие последовательности (см. (33), (72))
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Можно показать, что:
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Дифференциальное уравнение (43) запишется в виде
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Линейная управляемая система (46) – (48) имеет вид
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Легко убедиться в том, что фундаментальная матрица решений линейной однородной системы 
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Матрицы и векторы


[image: image465.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

+

-

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

=

=

-

-

+

-

+

-

+

-

-

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

)

1

(

)

(

0

)

(

)

1

(

0

)

1

(

)

2

(

2

1

)

(

)

(

)

,

(

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

k

k

t

t

t

t

t

t

t

e

t

e

t

e

t

e

t

e

t

e

e

t

t

t

Ф

,


[image: image466.wmf])

1

(

)

1

,

0

(

,

3

1

6

5

3

2

6

5

3

7

6

23

2

3

2

6

23

2

3

25

8

2

)

1

,

0

(

2

x

Ф

a

e

e

e

e

T

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

+

-

+

-

+

-

=

,


[image: image467.wmf])

1

,

0

(

)

1

,

0

(

)

,

0

(

)

(

)

(

,

)

1

,

0

(

)

,

0

(

)

(

)

,

,

(

1

2

1

1

2

1

0

1

Ф

T

t

Ф

t

B

t

N

a

T

t

Ф

t

B

t

-

*

*

-

*

*

-

=

=

L

x

x

,


[image: image468.wmf]1

1

0

1

1

0

2

)

1

,

0

(

)

1

,

0

(

)

,

0

(

)

0

,

(

)

1

,

0

(

)

1

,

(

)

,

0

(

)

,

,

(

x

x

x

x

Ф

T

t

T

t

Ф

T

t

T

t

Ф

t

-

-

+

=

L

,


[image: image469.wmf])

1

,

0

(

)

1

,

0

(

)

,

0

(

)

0

,

(

)

(

1

2

Ф

T

t

T

t

Ф

t

N

-

-

=

.

Функции
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Величина 
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. Задача оптимального управления (60) при условиях (56) – (58) запишется в виде (см. (73) – (77)): минимизировать функционал
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ЛЕКЦИЯ 33. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С КВАДРАТИЧНЫМ ФУНКЦИОНАЛОМ БЕЗ ОГРАНИЧЕНИЙ


Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал 
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при условиях
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Доказательство. Так как множество 
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Заметим, что: 

1) в отличие от краевой задачи оптимального управления (1)–(3), задача (7), (8) является начальной задачей оптимального управления;
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3) переход от исходной задачи (1)–(3) к начальной задаче (7), (8) назовем принципом погружения.


Выпуклый функционал. Исследуем свойства функционала (7) при условиях (8).


Лемма 2. Пусть матрица 
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Доказательство. Функционал (7) может быть представлен в виде
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Производные
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Для любых 
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Значение функционала (7) при условиях (8) равно
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в силу (12), (13). Лемма доказана.


Градиент функционала. Рассмотрим задачу оптимального управления (1)–(3).


Теорема 1. Пусть матрица 
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Можно показать, что


[image: image634.wmf]{

}

3

2

1

0

1

0

0

1

0

1

R

R

R

dt

F

t

z

F

t

z

F

t

h

v

J

h

v

J

J

t

t

t

z

z

v

+

+

+

D

+

D

+

=

-

+

=

D

ò

)

(

*

*

*

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

,

где 
[image: image635.wmf]2

2

1

||

||

|

|

h

c

R

£

,
[image: image636.wmf]2

3

2

||

||

|

|

h

c

R

£

,
[image: image637.wmf]2

4

3

||

||

|

|

h

c

R

£

. Отсюда с учетом того, что


[image: image638.wmf]ò

ò

ò

D

-

-

=

D

1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

t

t

z

t

t

t

t

t

z

dt

F

t

z

dt

t

t

B

t

h

dt

F

t

z

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

*

*

*

)

(

*

y

,
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Условия оптимальности. Рассмотрим задачу (7), (8). Введем обозначения 
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Теорема 2. Пусть матрица 
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Теорема 3. Пусть матрица 
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Доказательство. Так как 
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Отсюда следует, что числовая последовательность 
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Пример. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал 


[image: image704.wmf][

]

inf

)

(

)

(

)

,

(

®

+

=

ò

dt

t

u

t

x

u

x

J

1

0

2

2

2

1

                            (21)

при условиях


[image: image705.wmf]u

x

x

+

=

·

,
[image: image706.wmf]1

0

=

)

(

x

,
[image: image707.wmf]1

1

-

=

)

(

x

,
[image: image708.wmf])

,

(

)

(

1

2

R

I

L

u

Î

·

,
[image: image709.wmf]]

,

[

1

0

=

Î

I

t

.         (22)

Для данного примера 
[image: image710.wmf]1

=

Q

, 
[image: image711.wmf]0

=

M

, 
[image: image712.wmf]1

=

R

, 
[image: image713.wmf]1

=

A

, 
[image: image714.wmf]1

=

B

, 
[image: image715.wmf]I

t

Î

, 
[image: image716.wmf]1

0

0

=

=

)

(

x

x

, 
[image: image717.wmf]1

1

1

-

=

=

)

(

x

x

.


1. Принцип погружения. Так как  
[image: image718.wmf])

(

)

,

(

2

1

2

1

1

0

-

-

=

e

T

, 
[image: image719.wmf]2

1

1

2

1

0

-

-

=

e

T

)

,

(

, 
[image: image720.wmf])

(

)

,

(

t

e

t

T

2

1

2

1

0

-

-

=

, 
[image: image721.wmf])

(

)

,

(

2

2

2

1

1

-

-

-

=

e

e

t

T

t

, 
[image: image722.wmf])

(

1

1

-

+

-

=

e

a

,


[image: image723.wmf]t

e

e

e

x

x

t

-

-

-

-

+

-

=

2

1

1

0

1

1

1

2

)

(

)

,

,

(

l

, 
[image: image724.wmf]t

e

e

e

t

N

-

-

-

-

=

1

2

2

1

1

)

(

, 
[image: image725.wmf])

(

)

(

t

t

e

e

e

e

t

2

2

1

2

1

1

-

-

-

-

-

-

=

l

,


[image: image726.wmf])

(

)

(

t

t

e

e

e

e

t

N

-

-

-

-

-

=

1

2

1

2

, то задача (7), (8) имеет вид: минимизировать функционал 


[image: image727.wmf]+

-

-

+

-

-

-

=

·

·

=

-

-

-

-

-

-

ò

2

2

1

2

2

1

1

0

)]

1

(

)

(

1

)

1

(

1

)

(

{[

2

1

))

(

),

1

(

),

(

(

)

(

z

e

e

e

e

e

e

e

e

t

z

v

z

z

J

v

J

t

t

t

t



[image: image728.wmf]inf

}

)]

(

)

(

)

(

[

®

-

+

-

+

-

+

-

-

-

-

-

dt

z

e

e

e

e

e

e

t

v

t

t

2

2

1

2

1

1

1

2

1

1

2

                   (23)

при условиях
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2. Градиент функционала. Вычислим градиент функционала для задачи (23), (24).
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3. Условие оптимальности. Для задачи (23), (24) условие оптимальности имеет вид
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Оптимальная траектория 


[image: image759.wmf]t

t

e

e

t

x

2

2

321166

1

321166

0

-

+

-

=

,

,

)

(

*

, 
[image: image760.wmf]I

t

Î

.

Минимальное значение функционала
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Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при наличии фазовых ограничений
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а также интегральных ограничений
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ограничения на значения управления
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Вектор-функция 
[image: image780.wmf]))

,

(

,

),

,

(

(

)

,

(

1

t

x

F

t

x

F

t

x

F

s

K

=

 непрерывна по совокупности переменных 
[image: image781.wmf]I

R

t

x

n

´

Î

)

,

(

. Функция 
[image: image782.wmf]=

)

,

,

,

,

(

1

0

0

t

x

x

u

x

f

 
[image: image783.wmf]))

,

,

,

,

(

,

),

,

,

,

,

(

(

1

0

0

1

0

01

2

t

x

x

u

x

f

t

x

x

u

x

f

m

K

=

 удовлетворяет условию 


[image: image784.wmf],

)

,

,

,

,

(

),

(

)

(

)

,

,

,

,

(

1

0

3

1

0

2

2

1

0

0

I

R

R

R

R

t

x

x

u

x

t

c

x

x

u

x

c

t

x

x

u

x

f

n

n

m

n

´

´

´

´

Î

"

+

+

+

+

£


где 
[image: image785.wmf])

,

(

)

(

,

0

)

(

,

0

1

1

3

3

2

R

I

L

t

c

t

c

const

c

Î

³

>

=

.


Скалярная функция 
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Следует отметить, что интегральные ограничения вида


[image: image792.wmf]1

1

0

0

1

0

,

1

,

)

,

,

),

(

),

(

(

)

,

),

(

(

1

0

m

j

c

dt

t

x

x

t

u

t

x

f

x

x

u

g

j

t

t

j

j

=

£

=

·

ò


путем введения дополнительных переменных 
[image: image793.wmf]1

,

1

,

0

m

j

d

j

=

³

 могут быть записаны в виде


[image: image794.wmf]1

1

0

0

1

0

,

1

,

)

,

,

),

(

),

(

(

)

,

),

(

(

1

0

m

j

d

c

dt

t

x

x

t

u

t

x

f

x

x

u

g

j

j

t

t

j

j

=

-

£

=

·

ò

.

Обозначая через 
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Пусть вектор 
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Определение 1. Четверка 
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 называется допустимым управлением для задачи (1) – (7), если краевая задача (2) – (7) имеет решение. Множество всех допустимых управлений обозначим через 
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Ставятся следующие задачи:


Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия существования решения задачи оптимального управления (1) – (7).


Заметим, что задача (1) – (7) имеет решение тогда и только тогда, когда краевая задача (2) – (7) имеет решение.


Задача 2. Найти допустимое управление 
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Если задача 1 имеет решение, то существует допустимое управление.


Задача 3. Найти оптимальное управление 
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Принцип погружения. Пусть 
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Теперь задача оптимального управления (1) – (7) запишется в виде: минимизировать функционал
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Отметим, что задачи (1) – (7) и (8) – (12) равносильны.


Введем следующие векторы и матрицы
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Тогда задача оптимального управления (1) – (7) (либо (8) – (12)) имеет вид: минимизировать функционал
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Рассмотрим линейную управляемую систему
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По исходным данным системы (17) – (19) определим следующие матрицы и векторы
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Теорема 1. Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (17), соответствующее управлению (20), (21), имеет вид
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Доказательство аналогичной теоремы приведено в главе 5.


Отметим, что:
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Лемма 1. Путь матрица 
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где функция 
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Заметим, что:
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Лемма 2. Пусть матрица 
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Из (31) – (35) выделим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Отметим, что:

1. Поскольку исходная задача оптимального управления (1) – (7) равносильна задаче (31) – (35), то краевая задача (1) – (7) имеет решение тогда и только тогда, когда выполнены соотношения (32) – (35).
2. Так как значение 
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Переход от исходной краевой задачи (2) – (7) к задаче оптимального управления (36) – (39) со свободным правым концом траектории назовем принципом погружения.

Введем следующие обозначения:
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Вектор-функция 
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Пусть множество
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Существование решения. Рассмотрим решение задачи 1. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Оптимизационная задача (40) – (43) отличается от задачи (36) – (39) тем, что 
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Лемма 3. Пусть матрица 
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Теорема 2. Пусть матрица 
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Тогда функционал (40) при условиях (41) – (43) непрерывно дифференцируем по Фреше, градиент
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где 
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 – решение сопряженной системы
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Кроме того, градиент 
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Отметим, что:

1. Если 
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 – ограниченные выпуклые замкнутые множества, то X – ограниченное выпуклое замкнутое множество гильбертова пространства H. Так как H – рефлексивное банахово пространство, то множество X – слабо бикомпактно.
2. Поскольку X – выпуклое замкнутое ограниченное множество, то можно строить последовательность 
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Лемма 4. Пусть матрица 
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Тогда функционал (40) при условиях (41) – (43) является выпуклым.


Заметим, что:

1. Если функция 
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2. Если функция 
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ЛЕКЦИЯ 35. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ II

Существование решения. Рассмотрим решение задачи 1 (продолжение).


Лемма 5. Пусть матрица 
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Доказательство леммы следует из результатов лекции 10.


Теорема 3. Пусть матрица 
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2) последовательность 
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3) последовательность
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4) для того чтобы задача оптимального управления (1)–(7) имела решение, необходимо и достаточно, чтобы 
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5) справедлива следующая оценка скорости сходимости: 
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Доказательство аналогичной теоремы приведено в лекциях 29, 30.


Построение допустимого управления. Для построения допустимого управления для задачи (1)–(7) необходимо найти последовательность 
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при условиях
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Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 2, функция 
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1) для любого 
[image: image995.wmf]0

>

K

e

функционал (50) при условиях (51)–(53) является сильно выпуклым, т.е.


[image: image996.wmf]2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

1

1

1

||

||

)

(

)

(

)

(

)

(

))

)

(

(

q

q

e

a

a

q

a

q

a

q

a

aq

-

-

-

-

+

£

-

+

K

K

K

K

J

J

J

,


[image: image997.wmf]X

Î

"

2

1

q

q

,

, 
[image: image998.wmf]0

>

K

e

, 
[image: image999.wmf]K

,

,

2

1

=

K

, 
[image: image1000.wmf]a

"

, 
[image: image1001.wmf]]

,

[

1

0

Î

a

;


2) функционал (50) при условиях (51)–(53) непрерывно дифференцируем по Фреше в любой точке 
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где 
[image: image1012.wmf])

(

t

z

,
[image: image1013.wmf]I

t

Î

 – решение дифференциального уравнения (51),а функция 
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3) градиент 
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  удовлетворяет условию Липшица
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  – постоянная Липшица.  


На основе формул (54)–(56) строим следующие последовательности: 
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Теорема 8. Пусть выполнены условия теоремы 7, последовательность
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2) последовательность 
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3)  справедливы следующие оценки 
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Теорема 9. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда последовательность 
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  допустимое управление в задаче (1)​–(7).


Пример 1. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал 
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при наличии фазового ограничения 
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а также интегрального ограничения
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ограничение на значение управления
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1. Принцип погружения. Определим функцию 
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Теперь задача (58)-(63) имеет вид: минимизировать функционал 
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Рассмотрим линейную управляемую систему
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По исходным данным системы (67), (68) определим следующие матрицы и векторы
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Как следует из теоремы 1, функции 
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Согласно лемме 2, задача оптимального управления (31)–(35) имеет вид
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2. Существование решения. Для решения задачи 1 необходимо рассмотреть следующую начальную задачу оптимального управления (см. (70)–(74)):
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Строим последовательность 
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2) последовательность 
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3) последовательность 
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4) последовательность 
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5) последовательность 
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8) решение дифференциального уравнения
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Значение 
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9) функции 
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11) допустимое управление для исходной задачи (58)–(63):
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12) допустимая траектория 
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ЛЕКЦИЯ 36. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ III
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Как следует из формулы (1), значение функционала


[image: image1235.wmf]*

*

*

*

*

*

*

*

=

=

·

ò

J

dt

t

x

x

t

u

t

x

F

x

x

u

J

t

t

1

0

)

,

,

),

(

),

(

(

)

,

),

(

(

1

0

0

1

0

,                   (76)

где 
[image: image1236.wmf]*

J

 – значение функционала (1), соответствующее допустимому управлению 
[image: image1237.wmf]Q

S

S

U

c

x

x

t

u

´

´

´

Î

*

*

*

*

1

0

1

0

)

,

,

),

(

(

, где 
[image: image1238.wmf],

,

(

1

1

K

*

*

-

=

d

c

c

 
[image: image1239.wmf])

,

,

,

2

1

1

1

1

m

m

m

m

c

c

d

c

K

+

*

-

.


Рассмотрим решение задачи 2. определим скалярную функцию 
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Теперь задача оптимального управления (1) – (7) запишется в виде
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Введем следующие обозначения:
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Тогда задача оптимального управления (77) – (81) будет иметь вид: минимизировать функционал
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1. Принцип погружения. Рассмотрим краевую задачу (83) – (86). Соответствующая линейная управляемая система имеет вид
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Введем следующие обозначения
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Теорема 10. Пусть матрица 
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Решение дифференциального уравнения (87), соответствующее управлениям (90) – (92), имеет вид
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Лемма 6. Пусть матрица 
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где функции 
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На основе (96) – (99) сформируем следующую начальную задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях (97) – (99), где функции 
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Следует отметить, что:

1. Если 
[image: image1293.wmf]*

*

*

*

*

*

*

*

*

Î

=

X

d

x

x

t

v

t

v

t

t

u

t

)

,

,

),

(

),

(

),

(

),

(

(

)

(

1

0

2

1

r

q

– оптимальное управление в задаче (36) – (39) со значением 
[image: image1294.wmf]0

)

(

1

=

*

q

J

, то при


[image: image1295.wmf]1

1

0

0

1

1

1

,

0

1

,

1

0

,

,

,

2

T

T

c

x

J

O

x

O

m

Î

Î

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

*

*

*

m

m

m

m


имеем


[image: image1296.wmf]*

*

*

*

*

*

*

*

·

=

=

=

J

t

t

t

x

x

t

u

t

x

F

t

)

(

,

0

)

(

),

,

,

),

(

),

(

(

)

(

1

0

1

0

0

s

s

s

,


[image: image1297.wmf]1

0

1

0

1

0

)

,

(

),

,

,

),

(

),

(

(

)

(

)

(

S

S

x

x

t

x

x

t

u

t

x

f

t

B

x

t

A

x

´

Î

+

=

*

*

*

*

*

*

*

*

·

,


[image: image1298.wmf]*

*

*

*

*

*

*

*

·

=

=

=

c

t

t

t

x

x

t

u

t

x

f

)

(

,

0

)

(

),

,

,

),

(

),

(

(

0

0

1

0

0

h

h

h

,

где 
[image: image1299.wmf])

,

),

(

(

),

,

,

,

,

,

(

1

0

1

1

1

2

1

1

1

*

*

*

*

+

*

*

*

·

=

-

-

=

x

x

u

J

J

c

c

d

c

d

c

c

m

m

m

m

K

K

;

2. 
[image: image1300.wmf]1

1

0

0

1

)

,

,

),

(

),

(

(

)

(

W

t

x

x

t

u

t

x

F

t

w

Î

=

*

*

*

*

, 
[image: image1301.wmf]2

1

0

2

)

,

,

),

(

),

(

(

)

(

W

t

x

x

t

u

t

x

f

t

w

Î

=

*

*

*

*

, 
[image: image1302.wmf]I

t

W

t

x

x

t

u

t

x

f

t

w

Î

Î

=

*

*

*

*

,

)

,

,

),

(

),

(

(

)

(

3

1

0

0

3

;
3. Верны тождества
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4. Значение 
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Введем следующие обозначения:
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В прикладных задачах вместо задачи (100), (97) – (99) целесообразно рассмотреть задачу оптимального управления следующего вида: минимизировать функционал
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Рассмотрим решение оптимизационной задачи (101) – (104) при фиксированном 
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2. Минимизирующие последовательности. Для построения минимизирующей последовательности 
[image: image1318.wmf]{

}

1

X

n

Ì

x

 необходима следующая теорема.
Теорема 11. Пусть матрица 
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в любой точке 
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2. Градиент 
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Строим следующие последовательности 
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Теорема 12. Пусть выполнены условия теоремы 11, последовательность 
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Метод сужения области допустимых управлений. Пусть 
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при условиях (102) – (104), где 
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Пример 2. Рассмотрим пример 1 из лекции 35. Вычислим значение функционала (58) на допустимом управлении 
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Тогда значение 
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Теперь задача оптимального управления (58) – (63) запишется в виде
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Введем следующие обозначения
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Тогда задача оптимального управления (58) – (63) будет иметь вид: минимизировать функционал
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при условиях
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Соответствующая линейная управляемая система имеет вид
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Введем следующие обозначения
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Как следует из теоремы 10, функции 
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где 
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Решение дифференциального уравнения (111), соответствующее управлениям (114), имеет вид
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Для данного примера задача оптимального управления  (101) – (104) запишется в виде: минимизировать функционал (см. (107) – (116))
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при условиях (см. (115))
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где 
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Заметим, что:
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